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　　摘　要 :　建立一个其动力学行为对微弱方波信号极其敏感的混沌系统 ,根据该系统相轨迹的变化实现了任意色

噪声背景下的微弱方波信号的测量.文中论证了方波信号的检测方法 ;分析了噪声对混沌检测的影响 ,仿真实验表明

该混沌检测系统对方波信号非常敏感 ,对任何零均值色噪声均具有极强的抑制能力.
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Abstract :　We build a chaotic system which dynamic behavior is very sensitive to weak square wave signal ,and then use the

change of phase space track of this system to realize detection of the weak square wave signal from any colored noise background. In

this paper ,we proved the square wave signal’s detection method and analyzed the influence for the chaotic detection from noise. The

simulation experiments shows that chaotic detection system is very sensitive to square wave signal and have strong restrain ability to any

colored noise with zero mean.
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1　引言

　　任意色噪声背景下极低信噪比信号测量是微弱信号检测

领域里的尖端问题之一 .长期以来 ,人们一直向着这一目标进

行着不懈的探索和努力 ,并已取得了许多重大进展 [1 ,2 ] .对于

相互独立的任意噪声 ,可采用现代互谱估计的方法 [3 ]加以抑

制.对于高斯色噪声背景下的非高斯信号测量 ,可以使用高阶

累积量方法 ,其信噪比工作下限现已达到了 - 20dB 的水

平[4～6 ] ,而互高阶累积量方法 ,则可进一步抑制相互独立的任

意色噪声和相关的高斯色噪声 [7 ] .近年来迅速发展起来的信

号的混沌检测方法对噪声抑制范围和信噪比工作下限又有了

新的突破. Hayqin[8 ,9 ]等利用神经网络和混沌检测系统结合的

方法研究了在海洋杂波背景下 (被证明为混沌噪声)的小目标

信号提取 ;Short[10 ]等人研究了混沌噪声背景下的通讯中信号

的提取问题 ,均取得了良好结果 ,类似的文章还有许多 [11 ,12 ] .

我国学者王冠宇等人则利用混沌测量系统实现了白噪声背景

下信噪比低达 - 66dB的正弦信号测量[13 ] ,聂春艳等人对此又

做了进一步的研究[14 ] .然而 ,这些方法存在的一个共同问题

是对背景噪声的类型加以某种形式的限定 ,这必然限制了这

些方法的应用范围.

微弱方波信号是信号检测中的一个常见典型信号.本文

所提出的混沌检测方法 ,首次实现了任意色噪声背景下的微

弱方波信号的测量 ,仿真实验结果表明 ,在任意色噪声背景

下 ,对于信噪比很低的微弱信号 ,该方法仍具有良好的检测性

能.本文方法对于畸变的方波信号测量也有相当的适应能力.

2　方波信号的混沌检测方法

　　混沌系统最显著的特征之一是对初始条件的极度敏感

性.利用这一特性 ,确定一个其动力学行为对方波信号敏感的

混沌系统作为检测系统 ,将微弱被测方波信号引入 ,则该系统

状态立刻发生由初始的混沌运动状态到大尺度周期运动状态

的明显变化 ,由于这种动力学行为的变化完全是由被测方波

信号引起的 ,从而可将微弱方波信号从强背景噪声中检测出

来.
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　　考虑下述单位方波信号

s ( t) = U ( t) + 2∑
∞

i =1

u ( t - iT) - 2∑
∞

i =1

U t -
(2 i - 1)

2
T

(1)

式中 , U ( t)为单位阶跃函数 , T为方波信号周期

将 As ( t)作为负刚性 Home型 Duffing方程[15 ]的激励项得

方波信号混沌检测模型 :

ẍ +εμÛx + ( - x + x3) =εAs ( t) (2)

式中μ为阻尼比 , s ( t)作为系统周期策动力 , A为单位方波信

号 s ( t)的幅值 , ( - x + x3)为非线性恢复力 ,ε为实数因子.

在μ固定的情况下 ,系统状态随 s ( t)的幅值 A的变化而

变化 ,我们应用梅尔尼科夫函数可以证明该系统固有的混沌

区域 ,同时找出系统的混沌临界阀值 Ad .

方程 (2)的等价系统为

Ûx = y

Ûy = x - x3 -εμy +εAs ( t)
(3)

当ε= 0时 ,方程 (2)为哈密顿系统 ,其哈密顿量为

H =
1
2

y2 -
1
2

x2 +
1
4

x4 (4)

当ε= 0且
Ûx = 0

Ûy = 0
时 ,可解得该方程的三个不动点为 (0 ,0) , (1 ,

0) , ( - 1 ,0) .

系统的特征方程为 :
0 -λ 1

1 - 3 x3 0 -λ
= 0 , (5)

当不动点为 (0 ,0)时 ,λ2 = 1 ,即λ= ±1 ,所以 (0 ,0)为鞍点.当

不动点为 ( ±1 ,0)时 ,λ2 = - 2 ,即λ= ± 2 , ( ±1 ,0)为中心 ,可

见存在两条连结双曲鞍点 (0 ,0)的同宿轨道.

下面求该同宿轨道　
Ûx = y

1
2

y2 -
1
2
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1
4

x4 = 0

由于　y2 = x2 -
1
2
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1
2
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1
2

x2 = x
2 - x2

2
= x

2 - x2

2

由　Ûx = y得 :　dx
dt

=
x 2 - x2

2
,

解得同宿轨道的表达式为 :

x0 ( t) = ± 2sec ht

y0 ( t) = º 2sec ht·tht
(6)

根据式 (3)令 :

f ( x) =
y

- x + x3
; g ( x) =

0

- μy + s ( t)
(7)

则梅尼尔科夫函数为[16 ] :

　M ( t0) =∫
∞
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令 M ( t0) = 0得

　　4
3
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解得 :
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3 2
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R (ω)为系统出现混沌的阀值.根据梅尔尼科夫定理 [16 ] ,

此时 M ( t0)一定存在与ε无关的 t0 ,使得 M ( t0) = 0 ,因此对于

充分小的ε,此系统相应的庞加莱映射中 ,稳定不变流形与不

稳定不变流形必然相交出现横截同宿点 ,所以此系统出现混

沌解.当μ一定时 ,当 A < Ac 时 ,系统处于分岔状态 ,当 A >

Ac时 ,系统进入混沌状态 ,这一过程随 A 的变化非常迅速. A

在很大范围内 ,系统都处于混沌状态.直到大于另一阀值 Ad

时 ,系统进入大尺度周期的运动. Ad 为系统处于混沌临界状

态的信号的幅值 ,即该混沌系统处于混沌和大尺度周期运动

状态之间的临界状态.可通过数值解法确定 Ad 和μ的关系 ,

实验结果证实μ的取值范围为 012～015时 , Ad/μ近似为一

常数 115.因此 ,μ选得小些 ,可减小临界混沌的信号幅值 Ad ,

但μ取得过小会使系统输出轨迹变化剧烈 ,不利于临界混沌

状态的判别.

3　附加噪声对混沌检测方法的影响

　　前面的分析中 ,在没有考虑附加噪声对测量的影响时 ,系

统的大尺度周期轨迹是平滑的.事实上 ,在任何测量过程中 ,

信号中的噪声是不可避免的 ,考虑噪声的影响 ,假定噪声 n

( t)是一种附加的未知分布的零均值平稳有色噪声 ,取ε= 1 ,

则式 (2)可写为

ẍ +μÛx + ( - x + x3) = As ( t) + n ( t) (11)

用Δx ( t)表示噪声对 x ( t)的小扰动 ,从而得出在噪声存

在的情况下系统的随机微分方程为

( ẍ +Δẍ) +μ( Ûx +ΔÛx) - ( x +Δx) + ( x +Δx) 3 = A·s ( t) + n ( t)

(12)

其中 n ( t)为噪声 , E{ n ( t) } = 0 ,式 (12)减去式 (11)得 :

Δẍ +μΔÛx -Δx + 3 x2Δx + 3 xΔx2 +Δx3 = n ( t)

由于Δx很小 ,所以可以略去Δx的高阶无穷小 ,并令 c ( t) = 1

- 3 x2得

Δẍ +μΔÛx - c ( t)Δx = n ( t) (13)

将式 (13)写成矢量微分方程的形式

ÛX ( t) = H ( t) X( t) + N ( t) (14)

其中
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X( t) =
x1

x2
=
Δx ( t)

ΔÛx ( t)
,

H ( t) =
0 1

c ( t) - μ
, N ( t) =

0

n ( t)

它的解为 X( t) =Φ( t , t0) X0 +∫
t

t0

Φ( t , u) N ( u) du

其中Φ是系统的状态转移矩阵 ,由于第一项为暂态解 ,将很

快衰减为零 ,故只须考虑第二项 ,因此得到

X( t) =∫
t

t0

Φ( t , u) N ( u) du (15)

X( t)的均值为 : E{ X( t) } =∫
t

t0

Φ( t , u) E{ N ( u) } = 0 (16)

x ( t)的均方差为 :

D{ X( t) } = E{ X( t) XT ( t) } =ΓXX ( t , t)

其中ΓXX ( t , t)为输出噪声的自相关函数 ,可以证明 [17 ]

ΓXX ( t , t) =ΓXX ( t + nT , t + nT)

可见任何零均值色噪声与时间 t有关 ,为非平稳过程.而

且该过程是循环平衡过程 ,即噪声不会对系统原有运行轨迹

产生根本影响 ,仅仅会使系统的运行轨迹变得粗糙些 ,在理想

轨迹附近波动.注意到上述推导没有涉及到噪声分布问题 ,因

此该结论对任意分布的平稳零均值噪声同样适用.即该结论

与噪声的分布无关.

综上所述 ,用混沌方法检测周期方波信号的步骤为 :

①根据信号中噪声的大小选取一个合适的阻尼比μ,当

噪声较大时 ,选取较大的μ,反之 ,选取较小的μ.

②通过仿真实验 ,确定系统的临界混沌时的信号幅值

Ad .

③通过调整前置放大器增益 (亦可通过先将被测信号放

大到一个合适的幅值 ,再通过软件乘以一个衰减系数) ,使混

沌测量系统处于临界混沌状态.

④待测信号的幅值为 A = Ad/ K.式中 : K为信号输入通

道总增益 , Ad为临界混沌时的信号幅值.

4　仿真实验

　　为了有效地检测周期方波信号.采用下述预加内置方波

信号的方法 ,更能充分体现出该方法检测微弱信号的物理过

程.

考虑如下混沌测量系统

Ûx = y

Ûy = ( - μy + x - x3 + As ( t) + Aisi ( t) ) + n ( t)
(17)

其中μ为阻尼比 , As ( t)为系统内置方波信号 (见式 (1) ,

取 T =π) , Aisi ( t)为待测信号 , n ( t)为噪声 ,实验时选择μ=

015.

　　实验 1　周期方波信号 Aisi ( t)中混有高斯白噪声 n ( t)

(1)调系统的内置信号为 A = 015992698伏时 ,系统输出 x

及 Ûx 随时间 t变化的时域波形如图 1所示 ,而 Ûx 与 x 的相平

面轨迹如图 2所示 ,可见系统进入混沌临界状态 ,此时不加入

待测信号 ,只将 n ( t)作为高斯白噪声并入系统 ,不断调大 n

( t)的功率 ,系统仍然处于混沌状态不变 (此时高斯白噪声 n

( t)的功率为 7×10 - 8瓦) .可见噪声虽然强烈 ,但对系统状态

影响不明显.

　图 1 　 A = 015992698 系 统 　 　 　 　 　图 2 　

A = 015992698系统

时域波形的相平面轨迹

(2)加入待测周期方波信号 , Aisi ( t) = Ai0 s ( t) ,调整 Ai0 =

10 - 8 ,发现系统输出 x 及Ûx 随时间 t 变化的时域波形呈现周

期状态如图 3所示 ,相轨迹也立刻发生变化 ,由混沌状态跃迁

到大尺度周期运动状态 ,如图 4所示.此时被测信号的信噪比

为

SNR = 10lg
(10 - 8) 2

7×10 - 8 = - 88145dB

　图 3　A i0 = 10 - 8时系统　　　　 　图 4　A i0 = 10 - 8时系统

的时域波形 的相平面轨迹

　　实验 2　周期方波信号 Aisi ( t)中混有高斯色噪声 n ( t)

我们用方差为 1的高斯白噪声通过一个四阶带通滤波器

产生高斯色噪声 .该滤波器的传递函数为

H( z) =
k (1 - 2 z - 2 + z - 4)

1 - 11637 z - 1 + 21237z - 2 - 11307z - 3 + 01641z - 4

(18)

滤波器的上限截止频率为 012 ,下限截止频率为 0115 (均为归

一化频率) .

(1)仍取系统内置方波信号幅度 A = Ad ,此时系统处于混

沌临界状态.然后不加入待测信号 ,仅将高斯色噪声 n ( t)加

入系统 ,调整 k使噪声功率为 7×10 - 8瓦 ,此时系统相轨迹仍

处于混沌状态不变 (系统输出时域波形及系统相轨迹类似于

图 1、图 2 ,故在此略) .

(2)加入被测方波信号 Ais ( t) ,调整 Ai = 10 - 9 ,系统相轨

迹立刻发生变化 ,由混沌状态跃迁到大尺度周期运动状态 ,

(系统输出时域波形及系统相轨迹类似于图 3、图 4 ,故在此

略) .在高斯色噪声背景下 ,此时被测信号的信噪比为

SNR = 10lg
(10 - 9) 2

7×10 - 8 = - 108145dB
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　　实验 3　畸变的方波信号中混有非高斯色噪声

我们用方差为 1的非高斯白噪声通过式 (18)所示的四阶

带通滤波器产生非高斯色噪声.

(1)首先令系统内置方波信号幅度 A = Ad = 015992698 ,系

统的相轨迹为临界混沌状态 ,然后将 n ( t)作为非高斯色噪声

并入系统 (噪声功率仍为 7 ×10 - 8瓦) ,此时系统相轨迹仍处

于混沌状态 (系统输出时域波形及系统相轨迹类似于图 1、图

2 ,故在此略) .

(2)将正弦信号作为一种畸变的方波信号检测.即取 Aisi

( t) = Aicos( t) ,调整正弦信号幅值 Ai = 10 - 6 ,系统立即发生相

变 ,由混沌状态跃迁至大尺度周期状态 (系统输出时域波形及

系统相轨迹类似于图 3、图 4 ,故在此略) .可见此时系统检测

信噪比

SNR = 10lg
(10 - 6) 2

7×10 - 8 = - 48145dB

5　结论

　　综上所述我们得出以下结论 : ①混沌检测是由混沌系统

的瞬间相变将被噪声覆盖的微弱周期方波信号检测出来 ,显

示出混沌检测系统对微弱信号的极端敏感性. ②混沌检测最

突出的特点是对任意零均值未知分布色噪声均具有极强的抑

制能力以及极低的信噪比工作下限 ,这是目前现有其它信号

处理方法所无法比拟的. ③混沌检测所具有的普适性 ,使它在

微弱信号检测中具有很大潜力.因而 ,它是一种极具发展前景

的检测方法.
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